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【論　説】

ロジスティック写像とダウ平均株価指数

石 山 　健　一

1．はじめに

　株価指数は GDPやインフレーションと比較してはるかに高い頻度で観測

することのできる指標である。ダウ平均株価（the Dow Jones Industrial 

Average, しばしば DJIAと略記）はダウ・ジョーンズ輸送株平均（the Dow 

Jones Transportation Average）に次いで古い株価指数であり、今なお世界で

最も影響力のある代表的な株価指数として知られている1）。ダウ平均株価指

数に関しては、それがどのような法則に従っているか、過去のデータから将

来の株価を予測することは可能であるか、など様々な視点からの研究が数多

く蓄積されている2）。本研究では、そのような研究のなかから、近年の興味

深い文献の一つとして、ダウ平均株価の変動をロジスティック写像で説明す

ることを試みた Jablanovic（2020）に注目する。

　May（1976）以来、パラメータの値によって周期的変動やカオス的振る舞

いを再現するロジスティック写像は幅広い学問領域で使われるようになった

といわれている3）。しかし、著者の知る限り、株価指数の変動と関連付けた

研究は Jablanovic（2020）以外殆ど存在しない。本論文では、Jablanovic
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（2020）を参考にして、ダウ平均株価指数の日次収益率に関する、ある種の

リスク指標の推移にロジスティック写像を当てはめ、推定対象となる期間に

応じてどのような変動を示すパラメータが得られるのかを明らかにする。

　本論文の構成は次の通り。次節では、1980 年 1 月 3 日から 2023 年 3 月 28

日までのダウ平均株価の時系列データを分析し、日次収益率が独立ではなく

過去の影響を受けている可能性を示す証拠を確認する。第 3節ではロジステ

ィック写像と呼ばれる関数について概括し、そのような写像で通時的変化が

説明できると予想されるリスク指標を定義する。このリスク指標の期待値を

決定するロジスティック写像のパラメータの推定方法およびその結果につい

ては第 4節で述べる。本論文で得られた結論は第 5節にまとめられる。

2．ダウ平均株価の日次収益率

　CNBCのWebニュースは米国経済を象徴するダウ平均株価指数が 2020 年

11 月 24 日、ついに 30,000 ドルの大台を突破したことを報じた4）。図 1は、

1980 年 1 月 3 日から 2023 年 3 月 28 日までのダウ平均株価終値の推移を示

したものである5）。図の縦軸はドル、横軸は年を表す6）。一時は新型コロナ

ウイルス感染拡大によって急降下したものの、2010 年以降、ダウ平均株価

は上昇を続けている7）。

　もちろん、ダウ平均株価は 40 年間、日々、順調に上昇していた訳ではな

い。そのことについて詳しく眺めるために日次収益率をプロットしてみよ

う8）。図 2の縦軸は日次収益率、横軸は年を表す。

　標本期間全体（標本サイズ 10,901）で求めた平均収益率は 0.0003、標準

偏差は 0.0112 である。図 2をみれば、期間中に標準偏差の 10 倍以上平均か

ら外れた値が複数回観測されていることが分かる。このことはダウ平均株価

の日次収益率が正規分布には従っていない可能性が高いことを示唆してい

る。

　このような金融データには正規分布ではなく NIG分布がよく適合するこ
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とが、既にWeron（1999）、Karlis（2002）、Borak et al.（2011）等によって

指摘されている9）。そのような指摘が図 2のデータに対しても適切であるか

否かを確認するため、図 2の時系列データに正規分布および NIG分布を当

てはめてみよう。その結果は図 3に示されている。

　図 3に描写された各マーカーの縦座標は、観測期間全体で横座標の区間に

入る日次収益率の観測度数を表す。データから推定した正規分布（破線）お

年

ドル

35000

30000

25000

20000

15000

10000

5000

1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025
0

図 1：ダウ平均株価指数の推移
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図 2：ダウ平均株価の日次収益率
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よび NIG分布（実線）の確率密度関数は総面積がマーカーの描くヒストグ

ラムのそれと一致するようにスケール変換されている。この図から、Weron

（1999）が指摘した通り、ダウ平均株価指数の日次収益率には正規分布では

なく NIG分布がよく当てはまっていることを確認することができる。株価

収益率の分布が正規分布に従わない、すなわち、中心極限定理が成立しない

理由としては、様々なものを挙げることができるが、本研究ではデータがあ

る種の動学方程式に従っていることを想定する。この点については、後ほど

議論する。

　次に、全観測期間をおよそ 1ヶ月に相当する 25 営業日で均等に区切り、

それぞれの期間の平均収益率およびボラティリティを求めてみよう10）。そ

の結果は図 4に示されている。この図から、各月の日次収益率のばらつきの

中心およびその広がり具合がどのように推移しているかを読み取ることがで

きる。

　このように期待値や分散が時間と共に変化する過程を説明する理論として

は古くは Bachelierによるランダムウォークモデルがある11）。しかし、本論
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図 3：ダウ平均株価日次収益率の分布
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文ではそのような非定常確率過程ではなく、簡単な非線形動学方程式で説明

することを試みよう。そのモデルの詳細については次節で説明する。

3．ロジスティック写像とリスク指標

　本節では、ダウ平均株価の日次収益率に関する指標に非線形の差分方程式

モデルを当てはめることについて検討する。ダウ平均株価の変動を非線形差

分方程式で説明することを試みた先行研究としては、Jablanovic（2020）を

挙げることができる。Jablanovic（2020）は各時点の株式の需要と供給がそ

の時点の株価の 1次関数によって決まり、そのときの超過需要に調整速度を

乗じた分だけ価格が上昇すると仮定した上で、価格を観測期間中の最大値に

対する相対価格に変換することによって動学モデルをロジスティック写像と

して知られる差分方程式に要約し、時系列データを用いてロジスティック写

像のパラメータを推定している。以下では、単純な構造でありながら複雑な

振る舞いを再現することで古くからよく知られているこのロジスティック写

像を May（1976）に沿って紹介しよう。

　May（1976）は、Chaundy and Phillips（1936）らが収束条件を考察した 2

1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025

1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025

－0.010

－0.005

0.000

0.005

0

0.02

0.04

0.06

年

年

図 4：平均利回り（上）とボラティリティ（下）
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次多項式で表現された漸化式に関して、ロジスティック差分方程式と呼ばれ

る以下の式に注目し、その解の振る舞いの特性を明らかにした。

Nt＋1＝Nt（a－bNt） （1）

この式は、パラメータが a＞1かつ b＝0であれば、ある種の生物の個体数

Ntの指数的増大を再現する。May（1976）によれば、

Xt＝
b
a

 Nt （2）

とおくことによって、式  （1） は興味深い振る舞いを示す最も簡単な非線形差

分方程式

Xt＋1＝aXt（1－Xt） （3）

となる。パラメータ aが

1＜a＜4 （4）

を満たす限り、式  （3） は ［0, 1］ から ［0, 1］ への写像を表し、自明でない不動

点

X＊＝ a－1
a

 （5）

がただ一つ存在する。

　図 5は、そのような aの値に対応するロジスティック写像を描いたもの

である。図中の縦軸は Xt＋1、横軸は Xtを意味する。図 5の座標平面に描か

れた関数  （3） のグラフと 45 度線の交点が不動点である。これらの不動点の

うち、第 1象限にある点の座標が  （5） の均衡水準を表す。

　図 5に描かれた破線はこの均衡における関数  （3） のグラフの接線であり、

その傾きの絶対値が 1より小さいことは均衡が局所的に安定であることを意

味する12）。均衡における接線の傾きは
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a（1－2X＊）＝2－a （6）

であるから、Puu（1997, p.79）も述べているように、この均衡が局所的に

安定であるための必要十分条件は

1＜a＜3 （7）

である。さらに、Puu（1997, pp.82─84）によれば、図 5のような座標平面

上に局所的に安定な周期 2の周期軌道が出現するための必要十分条件は

3＜a＜1＋ 6 （8）

である13）。

　変数 Xtをダウ平均株価の相対水準とみなして Jablanovic（2020）は 1982

年から 2009 年の期間における aの値を â＝2.722287 と推定した。図 5のロ

ジスティック写像はこの推定値に対応するものである。パラメータのこの水

準は写像  （3） の均衡水準  （5） が局所的に安定であることを意味しており、

Jablanovic（2020）はパラメータの推定値から、1982 年 6 月から 2009 年 3

月の間のダウ平均株価指数の均衡水準を 13923.287 と推定している。

　ところで、ロジスティック写像は図 5に示したように変数 Xtの定義域を

Xt∈［0, 1］ と想定したものであり、ロジスティックモデルを当てはめるには

取り得る範囲がこの定義域に一致しない株価やその収益率を何らかの方法で

変換する必要があるが、著者の知る限り、そのような考察をした例は殆どな

い。Jablanovic（2020）の場合は期間中の株価指数の最大値を用いてデータ

を変換し、取り得る範囲を ［0, 1］ としたが、この変換は絶対的な根拠に基

づくものではなく、議論の余地があると考えられる。

　前節の図 4によれば、ダウ平均株価の日次収益率の月毎の平均や分散は一

時的に不安定化して極端な値をとることもあるが、ほとんどの期間では安定

的に推移している。ここで、図 5の縦軸と横軸の数値が当営業日と前営業日

の日次収益率のリスク指標を表していると考えてみよう。この指標は 0以上
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1 以下の値をとり、1に近いほど収益率の分散が高いことを意味する。もし、

そのようなリスク指標の推移が主としてロジスティック写像によって決定さ

れるのならば、そのパラメータが不等式  （7） を満たすことと図 4のようなグ

ラフになることは整合的であると考えられる。

　そこで本研究では、日次のリスク指標として Xtおよび Yt＋1 を次のように

定義する14）。

Xt＝1－e
－（ R25（m－1）＋d－R─m,0

Sm,0 ）
2

 （9）

Yt＋1＝1－e
－（ R25（m－1）＋d＋1－R─m,1

Sm,1 ）
2

 （10）

ただし、Rtは t期の日次収益率を表し、

t＝25（m－1）＋d

m＝1, 2, …, 436

d＝1, 2, … 25

j＝0, 1

R─m, j＝
1
25  　   R25（m－1）＋d＋j （11）

Sm, j＝   
1
24  　  （R25（m－1）＋d＋j－R─m, j）2 （12）

とする。式  （9） および式  （10） によって定義されるリスク指標 Xtおよび Yt＋1

は、いずれも元の時系列データの単位には依存しない指標である。なお、図

4のグラフは、j＝0の場合の式  （11） および式  （12） の計算結果を示したもの

である。

　さらに、確率変数 Yt＋1 の条件付き期待値が次のようにロジスティック写

像によって決定されると仮定する。

E（Yt＋1  ｜ Xt）＝am  Xt（1－Xt） （13）

25

Σ
d＝1

25

Σ
d＝1
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次節では、式  （13） によって期待値が定まるリスク指標 Yt＋1 の確率分布を近

似的に正規分布とみなす場合およびベータ分布とみなす場合それぞれについ

て、1980 年 1 月 3 日から 2023 年 3 月 28 日までのダウ平均株価の時系列デ

ータを用いて推定した結果どのような数値が得られるかについて明らかにし

よう。

4．推定

　本節では前節で示した非線形確率過程  （13） のパラメータ amの推定方法

および推定結果について述べる。はじめに、式  （13） によって条件付き期待

値 E（Yt＋1  ｜ Xt） が定まる確率変数 Yt＋1 が近似的に正規分布に従うと想定し、

通常の最小 2乗法でパラメータ amを推定することを考える。つまり、

　   （Y25（m－1）＋d＋1－am  X25（m－1）＋d（1－X25（m－1）＋d））2 （14）

を最小にする amをm＝1, 2, …, 436 について求めるということである。推

0.0 0.5 1.0
Xt

0.0

0.0
Xt＋1

1.0

図 5：ロジスティック写像（a＝2.722287）
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定結果は図 6（上）の通り。

　図 6（上）によれば、パラメータ amの推定結果はほとんど 1.0 ＜μ＜3.0

の範囲に入っていることがわかる。このことは、日次のリスク指標に関し

て、動学的均衡が局所的に安定であり、均衡に近い状態にあるときには、当

面の間は大きな変化が起きにくいことを示唆している。しかしながら、確率

変数 Yt＋1 が近似的に正規分布に従うという想定には、問題があるかもしれ

ない。なぜなら、この変数に関しては、

P（Yt＋1＜0）＝0 （15）

P（Yt＋1＞1）＝0 （16）

という点において正規分布とは大きく異なるからである。

　連続型の確率変数として誤差を ε25（m－1）＋d＋1  で表すと、確率変数 Yt＋1 は

Y25（m－1）＋d＋1＝am  X25（m－1）＋d（1－X25（m－1）＋d）＋ε25（m－1）＋d＋1 （17）

（m＝1, 2, …, 436； d＝1, 2, …, 25）

となる。式  （15） および式  （16） を満たす連続型確率変数 Yt＋1 の従う確率分

布の候補としては、たとえば、一様分布や三角分布が挙げられるが、そのよ

うな確率分布では不等式  （4） を満たす任意の amに対して式  （13） を成立させ

ることができない。そこで、本論文では、式  （17） の従う確率分布として第

1種ベータ分布を想定する15）。

　第 1種ベータ分布の確率密度関数は次の通り。

f（y； ω, τ）＝ Γ（ω＋τ）Γ（ω）Γ（τ） yω－1（1－y）τ－1 （18）

この関数を自然対数変換すると、

ln f（y； ω, τ）＝lnΓ（ω＋τ）－lnΓ（ω）－lnΓ（τ）＋（ω－1）lny＋（τ－1）ln（1－y） 

 （19）

となる。以下では Smithson and Verkuilen（2006）を参考にして、Yt+1 が第
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1 種ベータ分布に従う場合のパラメータ amの推定方法について考察しよう。

　確率変数 Yt＋1＝Y25（m－1）＋d＋1～Beta（ωm,τm） の期待値と分散をベータ分布の

パラメータで表すと、

E（Yt＋1）＝
ωm

ωm＋τm
 （20）

V（Yt＋1）＝
E（Yt＋1）（1－E（Yt＋1））

ωm＋τm＋1
 （21）

となる16）。ここで、改めて

E（Yt＋1）＝
ωm

ωm＋τm
＝am  Xt（1－Xt） （22）

V（Yt＋1）＝
E（Yt＋1）（1－E（Yt＋1））

ωm＋τm＋1
＝ E（Yt＋1）（1－E（Yt＋1））

δm
 （23）

と仮定すると、

ωm+τm＝δm－1 （24）

ωm＝am（δm－1）Xt（1－Xt） （25）

τm＝（δm－1）（1－am  Xt（1－Xt）） （26）

となる。ペアデータ

（X25（m－1）＋1, Y25（m－1）＋2）, （X25（m－1）＋2, Y25（m－1）＋3）, …, （X25（m－1）＋25, Y25（m－1）＋26）

に対する対数尤度を Lmとおくと、パラメータの最尤推定量は未知数 amと

δmに関する非線形の連立方程式

∂Lm

∂am
＝0 （27）

∂Lm

∂δm
＝0 （28）
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の根として得られる。実際にこれを Newton─Raphson法で解くと、図 6（下）

の結果が得られた17）。リスク指標 Yt＋1 が近似的に正規分布に従うと想定し

て推定した結果と比較すると、リスク指標 Yt＋1 がベータ分布に従うと想定

した結果の方が推定値のばらつきがかなり小さい。このことは、1980 年 1

月 3 日から 2023 年 3 月 28 日までのダウ平均株価のリスク指標の推移が条

件  （7） を満たすロジスティック写像である程度まで説明できることを意味し

ている。換言すれば、式  （10） で定義されたリスク指標は、ある均衡水準に

近づく傾向があるということである。

5．おわりに

　本研究では、最初に 1980 年 1 月 3 日から 2023 年 3 月 28 日までのダウ平

均株価の日次収益率が正規分布ではなく NIG分布に近いばらつきをしてい

ることを確認した。株価収益率の分布が正規分布に従わない理由としては、

様々なものを挙げることができるが、本研究ではデータがある種の動学方程

式に従っていると想定し、ダウ平均株価の変動をロジスティック写像で説明

することを試みた Jablanovic（2020）を参考にして、株価収益率に関するあ
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図 6：正規分布の推定結果（上）とベータ分布の推定結果（下）



政経論叢　第 192 号

─ 13 ─

る種のリスク指標の推移にロジスティック写像を当てはめ、写像のパラメー

タを推定した。

　ロジスティック写像は単純な構造の非線形関数でありながら、パラメータ

設定によってはカオス的振る舞い等の複雑な変動をも再現することで知られ

ている。本研究ではリスク指標が近似的に正規分布に従うと想定した場合と

第 1種ベータ分布に従うと想定した場合のそれぞれについてデータを用いて

パラメータを推定し、いずれのケースでもパラメータの推定値は経済学的に

意味のある均衡が局所的に安定な水準を示すという結果を得た。この分析結

果は、本研究において定義されたリスク指標が、短期的にある均衡水準に近

づく傾向があるということを意味している。この点については、より深く議

論することによって、経済学的価値の高い知見を引き出すことができるかも

しれない。

　本研究の分析では、データを 25 営業日ごとに区切り、それぞれの期間で

標準化した日次収益率を用いてリスク指標を計算している。各期間のロジス

ティック写像のパラメータの推定結果に大きな違いがないことから、区切る

期間の長さをより長くしたり、最初のデータの開始日を前後に変更したとし

ても分析結果に大きな違いはないと予想される。言い換えれば、ダウ平均株

価に関しては、Jablanovic（2020）が推定した相対価格の場合と同様に、わ

れわれのリスク指標に関してもカオス的振る舞いは観測されないということ

である。ただし、前節で Smithson and Verkuilen（2006）を参考にして実行

したベータ分布のパラメータの推定や第 3節で定義したリスク指標について

は、今後、再検討する必要があると考えられる。

注

1）　ダウ平均株価がダウ・ジョーンズ輸送株平均（the Dow Jones Transportation 

Average）に次いで古い株価指数であるという事実については、例えば Sewell

（2012）を参照せよ。また、今なお世界で最も影響力のある代表的な株価指数であ
るという点については、例えば、Tse（1999）、Haynes et al.（2021）を参照せよ。
なお、Lin（2018）には、ダウ平均株価指数の歴史が詳しく紹介されている。
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2）　ダウ平均株価指数の従う「べき則」に関する研究としては、たとえば Sewell

（2012）を、経済予測に関する研究としては Fama（1965）、Brock et al.（1992）を
挙げておく。Fama（1965）は債権価格の分布が正規分布には従わないという
Mandelbrot（1963）の仮説についてダウ平均株価の日次収益率を対象に検証した先
駆的研究であるが、Fama（1965）が述べているように、ランダムウォーク仮説に
基づく株価変動の理論を最初に発表したのは Bachelierである。

3）　この点については、たとえば、Kumari and Chugh（2020）を参照。
4）　CNBCホームページ（www.cnbc.com）2020 年 11 月 24 日公開、2020 年 11 月 25 日
更新記事 “Dow pulls back more than 150 points after reaching 30,000 milestone”を参
照。

5）　このようなデータは Yahoo Financeのホームページ（finance.yahoo.co.jp）、Fusion 

Mediaのホームページ（www.investing.com）等から入手可能である。
6）　ただし、横軸に関しては、取引のなかった日が含まれていない点に留意せよ。他の
図に関しても同様である。

7）　ダウ平均株価指数に新型コロナウイルス感染拡大が与えた影響については、
Ngwakwe（2020）等を参照せよ。

8）　日次収益率の定義は一意ではない。本論文では Fama（1965）に倣い、自然対数変
換した当営業日の終値と前営業日の終値の差分を当営業日の収益率とみなす。この
ように定義する理由については Fama（1965）を参照せよ。

9）　NIG分布の定義については Barndorff─Nielsen（1997）を参照。
10）　株価指数に対するこのような分析は、たとえば Tse and Tung（1992）によって行

われている。
11）　Fama（1965）を参照。
12）　非線形差分方程式モデルの均衡の局所的な安定条件については、Chiang and 

Wainwright（2005, p. 563）の図解などを参照せよ。
13）　ただし、Puu（1997, p. 83）の因数分解には誤りが含まれている。
14）　Xtと Ytは異なる期間のデータを用いて標準化した収益率で定義されており、一般

的に Xt＝Ytが成立しない点に注意せよ。
15）　第 1種ベータ分布の定義については、たとえば、Baltagi（2008, p. 39）を参照せ

よ。
16）　Baltagi（2008, p. 39）を参照。
17）　本論文では、このような最尤推定を実行するために、Pythonのディガンマ関数を

利用した。
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