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論文　Original Paper

格子QCDシミュレーションでのカイラル対称性の
中間子質量への影響

和　田　浩　明＊

Effect of chiral symmetry on meson mass in lattice QCD simulation

Hiroaki Wada＊

Abstract: I performed numerical lattice QCD simulation with two flavor truncated overlap fermions 
which have chiral symmetry on lattice sites. The propagators and the effective masses of π and ρ 
mesons were obtained from this simulation. It was found that the quark mass mf and the fifth dimension 
length N5 signicantly contribute for the effective masses of the mesons. In addition, I performed 
simulation with two flavor Wilson fermion which hasn't chiral symmetry.
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１．は じ め に

バリオン（陽子，中性子，…）や中間子（π，ρ，…）
は一括りにハドロンとよばれ，それらは複数のクォーク
や反クォークから構成されている。クォークや反クォー
クは3種類のカラー電荷をもち，それらの間にはグルー
オンとよばれるゲージ粒子を媒介として強い相互作用

（カラー相互作用ともよばれる）が働く。素粒子物理学
では，クォークとグルーオンは「量子色力学（QCD：
Quantum Chromodynamics）」というSU（3）ゲージ対
称性に基づいた基本的な理論によって記述されている。
この理論はグルーオン同士の相互作用があるために非線
形方程式で表されており，高エネルギー領域では摂動計
算によって高精度の結果が得られる。ところが，低エネ
ルギー領域ではグルーオン同士の結合定数が大きくなる
ため摂動計算をすることができない。

低エネルギー領域（大きなスケール）でのハドロンに
関する現象を扱う際，本来のQCDの理論的性質を反映
した4体クォーク相互作用やカイラル摂動論などの有効
理論が提唱されており，多くの成果が得られている。
NambuとJona-Lasinioは4体クォーク相互作用を基にし
て，クォークと反クォーク対がダイナミカルに真空期待
値をもつことにより，カイラル対称性が自発的に破れて
ハドロンの質量が生成されることを示した［1］。

QCDの第1原理計算による方法として，時空間を離
散化した格子上でクォークやグルーオンを定義し，非摂

動的な計算を数値的に行う格子QCDという手法が現在
盛んに行われている。この方法では，非常に大きな計算
機資源が必要で，初期はクォークの量子的な寄与を無視
した計算（クエンチ近似）や，量子的な寄与を含んでい
てもクォークの質量が現実よりも重い領域での計算が行
われた。しかしながら，計算機の性能の向上によって，
軽い質量のクォークの量子的な寄与を含む計算ができる
ようになり，より現実の物理に近い計算が可能になって
きた。

クォーク質量が軽い領域では，カイラル対称性を考慮
して計算することが重要である。とくに，カイラル対称
性が自発的に破れた相において，質量がゼロとなる南
部・ゴールドストーン粒子に対応するπ中間子に関して
は，カイラル対称性の影響が大きいと考えられる。本研
究では，カイラル対称性をもつTruncatedオーバーラッ
プフェルミオンを用いて格子QCDシミュレーションを行
い，πとρ中間子の伝搬関数とそれらの有効質量を求め
た。さらに，カイラル対称性を持たないウィルソンフェ
ルミオンによる計算も行い，カイラル対称性が破れてい
るとπやρ中間子にどのような影響があるかを調べた。

２．カイラル対称性

フェルミオン場のカイラル変換は

	 � （1）

で表される。ここで， （x）はクォークを表すフェルミ
オン場である。フェルミオン場にカイラリティの区別を
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すると式（1）は

	 � （2）
	 � （3）

となる。ここで，下付き添え字L，Rはフェルミオン場
のカイラリティ（L：左巻き，R：右巻き）を表す。カ
イラリティはフェルミオン場 に

	 � （4）

	 � （5）

という射影演算子を作用させることで得られ，

	 � （6）

となる。フェルミオンの質量がゼロ質量の場合，フェル
ミオンの質量項に含まれる や のような異な
るカイラリティのフェルミオンと反フェルミオンの結合
項は存在しない。また，このような項はカイラル変換で
不変とはならない。

NambuとJona-Lasinioは

	 � （7）

のような，カイラル変換の元で不変なフェルミオンと反
フェルミオンの4体相互作用から，カイラル対称性が自
発的に破れるとハドロンに質量が生じる（クォークの質
量が生じる）ことを示した［1］。カイラル対称性が自発
的に破れた相では，南部・ゴールドストーンボソンとよ
ばれる で表されるゼロ質量のモードと，ハド
ロンの質量の元になると考えられる質量を持つ
のモードが生じる。フェルミオン場をuクォークとdク
ォークの2つの場から

	 � （8）

のようにアイソ2重項で表すと，カイラル対称性が自発
的に破れた相では，π中間子がゼロ質量の南部・ゴール
ドストーンボソンに対応する。

離散化された時空間の格子上では，カイラル対称性は

	 � （9）

で表される。ここで，Dは のようなフェルミオン
作用の運動項に含まれるディラック演算子である。とこ
ろが，Nielsen-Ninomiyaの定理によると，格子上での平
行移動不変性，局所性，エルミート性，そして式（9）

のカイラル対称性を満たすフェルミオンにはダブリング
問題（フェルミオン場に非物理的な粒子が含まれる）が
存在することが知られている［2］。Ginsparg–Wilson関
係式

	 � （10）

を要請すれば，カイラル対称性の破れを式（10）の右辺
のように時空の格子間隔aの大きさ程度の局所的にするこ
とができる［3］。このとき，格子上でのカイラル変換は

	 � （11）

	 � （12）

と表される。

3．Truncatedオーバーラップフェルミオンによ
る定式化

QCDの作用はグルーオンに関係するゲージ作用SG

と，クォークに関係するフェルミオン作用SF に分かれ
ている。最も簡潔なゲージ作用としては，

	 � （13）

のようなプラケットゲージ作用がある。ここで，NCは
カラーの自由度であり，NC＝3である。また，パラメー
ターβはクォークとグルーオンの結合定数gを用いて，
β＝2NC /g 2と定義される。式（13）のUij，…は，リン
ク変数とよばれ，グルーオン場Aμ（n）を使って

	 � （14）

と定義される。ここで，Unμはある時空格子点nからμ
向きの隣の格子点までの辺上にある物理量である。

フェルミオン作用は

	 � （15）

と表される。式（15）中のディラック演算子Dはウィル
ソンフェルミオンの場合，

	

	 � （16）

と表される。式（15）と式（16）では省略しているが，
やDWF（i，j）はディラックスピノルの成分，カラー

成分をもつ。また， はホッピングパラメータとよばれ，
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クォーク質量mと格子間隔aを用いて，
と定義される。なお，ウィルソンフェルミオンのディラ
ック演算子（16）を用いるとダブリング問題はないが，
カイラル対称性を破ってしまう。

ドメインウォールフェルミオンでは，4次元時空（空
間，時間）の他に5番目の次元を設ける［4］−［6］。こ
の5番目の次元はフェルミオンのカイラリティを区別す
るために導入される。5番目の次元の座標を離散化して
x5＝（1，2，…，N5）とすると，x5＝1におけるフェル
ミオンは全て左巻きフェルミオン L で，右巻きフェル
ミオン R は存在しない。x5の座標値が増加するにつれ
て， L の割合が徐々に減っていき，反対に R の割合が
徐々に増加する。そして，x5＝N5において， L は存在
せず，フェルミオンの全てが R となる。ドメインウォ
ールフェルミオン作用は

� （17）

と表される。ここで，x，yは4次元時空の座標で，x5，
y5＝（1，2，…，N5）は5次元の座標である。式（17）
中のDDWF はドメインウォールフェルミオンのディラッ
ク演算子であり，式（18）のようにウィルソンフェルミ
オンのディラック演算子DWF と式（4）のカイラル射影
演算子PL，PR を用いてN5×N5行列の形で表される。式

（18）でのウィルソンフェルミオンのディラック演算子
DWF は

　
	

	 � （19）

のように再定義している。なお，mf はフェルミオンの質
量，M5はドメインウォールの高さとよばれるパラメー
タである。さらに，式（18）において，フェルミオン質
量をmf＝1とした演算子をパウリ・ヴイラース型演算子
DPV とよぶ。そして，N5×N5行列

	 � （20）

と，N5×1行列

	 � （21）

を用いて，Truncatedオーバーラップフェルミオンのデ
ィラック演算子を

	 � （22）

のように定義する［7］。式（22）は

	 � （23）

と表すことができ，

	 � （24）

である。式（23）において，5番目の次元の長さN5が無
限大の極限をとるとカイラル対称性が成り立つ。

4． ウィルソンフェルミオンによるπ中間子とρ
中間子の質量計算

初めに，カイラル対称でない計算として，ウィルソン
フェルミオンでπ中間子とρ中間子の計算を行った。デ
ィラック演算子は式（16）を用い，式（8）のようにu

	�  （18）
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とdクォークのアイソ2重項のフェルミオン場 と反フ
ェルミオン場から擬スカラー中間子であるπ中間子と，
ベクトル中間子であるρ中間子を

	 � （25）
	 � （26）

のように構成する。数値シミュレーションは以下の手順
で行った。なお，実際の計算は大阪大学サイバーメディ
アセンターのベクトル計算機NEC SX-ACEを使用した。
まず，時空間の格子の大きさは83×24とし，グルーオ
ンのゲージ配位は熱浴法によって生成した。結合定数は
β（＝1/g2）＝5.9とした。ゲージ配位の生成手順は，初
めにリンク変数を単位行列とし，熱浴法により42000回
アップデートした後，2000回ごとにゲージ配位を保存
していった。そして，保存した40個のゲージ配位を用
いて中間子の伝搬関数を計算した。ホッピングパラメー
ターとしては， ＝0.1574，0.1583，0.1589，0.1595の4
通りを選ぶと，得られたπ中間子とρ中間子の伝搬関数
は図1，2のようになった。

周期的境界条件のもとで伝搬関数の計算を行ったた
め，伝搬関数はほぼ左右対称になる。図1でπ中間子の
伝搬関数が左右非対称になっているのは，最もクォーク
質量が軽い場合である。このことから，ホッピングパラ
メーター ＝0.1595付近よりも軽いクォーク質量に対し
ては，本計算で用いたパラメーター値の選び方（格子サ
イズやβ）では正しい結果が得られないことが分かる。
また，ρ中間子の伝搬関数はπ中間子よりも誤差が大き
くなった。ホッピングパラメーターがk＝0.1595の場合
のρ中間子の伝搬関数は中央付近でグラフから消えてし
まい，π中間子と同様に最も軽い質量のクォークに対し
ては有意な結果が得られなかった。

つぎに，伝搬関数から，有効質量を求めると図3，4
のようになった。さらに，図3，4の6 t 10の範囲で
それぞれの有効質量を平均すると，表1の結果が得られ
た。

横軸をホッピングパラメーター の逆数（クォーク質
量に比例），縦軸を有効質量にとったグラフに中間子の
有効質量をプロットすると，図5になった。ここで，カ

図1　ウィルソンフェルミオンで計算したπ中間子の伝搬関数

図3　ウィルソンフェルミオンで計算したπ中間子の有効質量

表1　ウィルソンフェルミオンで求めたπ，ρ中間子の有効質量

図2　ウィルソンフェルミオンで計算したρ中間子の伝搬関数 図4　ウィルソンフェルミオンで計算したρ中間子の有効質量
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イラル摂動論より，π中間子の質量の2乗はクォーク質
量に比例することが示されているので，π中間子に関し
ては質量の2乗m2

πをプロットした。さらに，それらのプ
ロット点を線形関数でフィットした。π以外の中間子の
現実の質量は，m2

π＝0となるカイラル極限における質量
である（正確にはその値を格子間隔aで割った値であ
る）。ところが図5では，カイラル極限においてρ中間
子の質量が負の値となってしまった。本計算は周期的境
界条件の下で行っており，格子の大きさが十分でないと
中間子の質量が重くなる傾向がある。そのため，軽いク
ォーク質量に対して中間子の質量が現実よりも重くなっ
た可能性があり，そのことが今回の結果に影響している
かもしれない。さらに検討をするためには，格子サイズ
をより大きくとった計算をする必要があると思われる。

5．Truncatedオーバーラップフェルミオンによ
るπ中間子とρ中間子の質量計算

カイラル対称性をもつ計算として，Truncatedオーバ
ーラップフェルミオンでπ，ρ中間子の伝搬関数を計算
した。格子の大きさは63×24，結合定数はβ＝5.9と，
ウィルソンフェルミオンで計算したときと同じ値とし
た。なお，拡張した5次元の長さはN5＝4，8の2通りに
とった。ドメインウォールの高さとよばれるパラメータ
ーはM5＝1.80， 1.60の2通りにとった。また，フェルミ
オン質量はmf＝0.02， 0.04， 0.08の3通りで計算した。グ
ルーオンのゲージ配位はウィルソンフェルミオンでπ，
ρ中間子を求めたときと共通の40個を用いた。図6と7
に，N5＝8，M5＝1.8，mf＝0.02， 0.04， 0.08とした場合の
π，ρ中間子の伝搬関数を示した。

さらに，得られた伝搬関数から有効質量を求めたとこ
ろ，π中間子の有効質量はM5＝1.8で計算すると図8と
なり，M5＝1.6で計算すると図9となった。また，同様
にρ中間子の有効質量はM5＝1.8の場合に図10となり，
M5＝1.6の場合は図11となった。

さらに，図8−図11のグラフで6 t 10の範囲で有
効質量の平均をとると，表2−表5となった。これらの

図5　�ウィルソンフェルミオンで計算したπの質量2乗m2
πやρ

の質量mρとホッピングパラメーターの逆数のグラフ

図6　�Truncatedオーバーラップフェルミオンで計算したπ中
間子の伝搬関数（N5＝8，M5＝1.8，mf＝0.02，0.04，0.08）

図7　�Truncatedオーバーラップフェルミオンで計算したρ中
間子の伝搬関数（N5＝8，M5＝1.8，mf＝0.02，0.04，0.08）

図8　�Truncatedオーバーラップフェルミオンで計算したπ中
間子の有効質量（M5＝1.8）
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表より，ドメインウォールの高さM5の有効質量に対す
る寄与は少ないと言える。π，ρ中間子の有効質量に対
して影響が大きいのは，フェルミオン質量mf と5次元の
長さN5であった。フェルミオン質量が小さいほど中間
子の質量が小さくなるのに対して，5次元の長さN5が大
きいほど中間子の有効質量が小さくなることが分かっ
た。
図12に，フェルミオン質量mf に対する，π中間子の

質量の2乗とρ中間子の質量の変化を表した。カイラル
対称性が完全に成り立つ計算を行った場合，フェルミオ
ン質量がmf＝0となるときにm2

π＝0となるはずである
が，本計算ではそうならなかった。理論的には，5次元
の長さN5が無限大の極限において，Truncatedオーバ

図9　�Truncatedオーバーラップフェルミオンで計算したπ中
間子の有効質量（M5＝1.6）

図10　�Truncatedオーバーラップフェルミオンで計算したρ中
間子の有効質量（M5＝1.8）

図11　�Truncatedオーバーラップフェルミオンで計算したρ中
間子の有効質量（M5＝1.6）

表2　�Truncatedオーバーラップフェルミオンで求めたπ，ρ
中間子の有効質量（N5＝4，M5＝1.8）

表3　�Truncatedオーバーラップフェルミオンで求めたπ，ρ
中間子の有効質量（N5＝4，M5＝1.6）

表4　�Truncatedオーバーラップフェルミオンで求めたπ，ρ
中間子の有効質量（N5＝8，M5＝1.8）

表5　�Truncatedオーバーラップフェルミオンで求めたπ，ρ
中間子の有効質量（N5＝8，M5＝1.6）

図12　�Truncated オーバーラップフェルミオンで計算したπの
質量2乗m2

πやρの質量mρとフェルミオン質量mf のグラ
フ（M5＝1.8）
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ーラップフェルミオンは完全にカイラル対称性を持つの
で，これは予想された結果といえる。なお，図12より5
次元の長さN5が大きい方がフェルミオン質量mf＝0のと
きのm2

πが小さいことから，5次元の長さN5を十分に大
きくした計算を行えばmf＝0のときのm2

πが0に近くな
り，よりカイラル対称性の寄与を反映した結果が得られ
ることが期待できる。

6．まとめと今後の課題

本研究では，格子QCDの手法を用いてπとρ中間子
の伝搬関数を計算して有効質量を求めた。中間子に対す
るカイラル対称性の影響を調べるため，格子上でカイラ
ル対称性があるTruncatedオーバーラップフェルミオン
による計算と，カイラル対称性を破ったウィルソンフェ
ルミオンによる計算を行った。今回の計算では，格子サ
イズが小さかったためか，ウィルソンフェルミオンによ
る計算ではカイラル極限におけるρ中間子の質量が非物
理的なものになった。一方，カイラル対称性がある
Truncatedオーバーラップフェルミオンによる計算で
は，ウィルソンフェルミオンで見られたような非物理的
な結果にはならなかった。しかし，カイラル対称性が完
全なときにカイラル極限で成り立つ，「mf＝0のときに
m2

π＝0となる」ことにはならなかった。今後は，5次元
の長さN5を大きくした計算を行い，中間子の質量やカ
イラル極限に対するN5の依存性を詳しく調べる必要が
ある。そして，要求される精度の計算を行うためには，
どのていどの大きさのN5が必要かを示す指標を検討し
たい。
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ード開発に貢献していただきました。本研究成果は，大
阪大学核物理センター，サイバーメディアセンターのス
ーパーコンピュータシステムSX-ACEを利用した計算
で得られました。
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